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ЗАСТОСУВАННЯ РЕГРЕСІЙНОГО АНАЛІЗУ ДЛЯ ПОБУДОВИ 
МОДЕЛІ ДРЕЙФУ ФУНКЦІЇ ПЕРЕТВОРЕННЯ ТЕРМОПАР  
Розглянуто проблеми, що виникають при моделюванні нас-
лідків процесу деградації електродів термопар — похибки часо-
вого дрейфу функції перетворення та похибки від набутої в про-
цесі тривалої експлуатації термоелектричної неоднорідності тер-
моелектродів. Показано, що, при використанні класичного методу 
найменших квадратів (МНК), отримані при умові рівності нулю 
вільного члена оцінки моделей є зміщеними. Оцінки параметрів 
моделей, в яких вільний член не рівний нулю володіють всіма 
властивостями МНК-оцінок, але вони не мають фізичного змісту.  
Ключові слова: метод найменших квадратів, МНК-оцінки 
параметрів моделі, термопари, похибка від часового дрейфу, по-
хибка від набуто термоелектричної неоднорідності.  
Вступ. Для вимірювання температури, особливо у діапазоні 500-
1500 °С, у промисловості та наукових дослідженнях найбільш вжива-
ними давачами є термоелектричні термометри (ТТ), чутливим елеме-
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нтом яких є термопара [1; 2]. Їх популярність викликана широким 
діапазоном вимірюваних температур, стійкістю до механічних впли-
вів, відносною простотою, тощо.  
Однак ТТ мають доволі великі похибки вимірювання. Один з 
найбільш популярних типів — хромель-алюмель (ХА) — має почат-
кові відхилення функції перетворення (ФП) від номінальної від 4 °С 
до 8 °С [3; 4] при вимірюванні температури від 300 °С до 1100 °С.  
Крім того, під час тривалої експлуатації при високих температу-
рах електроди термопар деградують через окислення, дифузію, зміни 
хімічного складу та кристалографічного стану тощо. При цьому слід 
відзначити, що степінь деградації залежить як від часу експлуатації 
ТТ, так і від температури експлуатації кожної ділянки термопари, що 
входить в ТТ. Тому, згідно [5], деградація термоелектродів веде до 
появи двох додаткових похибок вимірювання температури, які по 
різному проявляють себе:  
· похибки дрейфу ФП ТТ, що проявляється як поступова зміна ге-
нерованої термо-е.р.с. за час його експлуатації. Згідно [6; 7], для 
ТТ типу ХА за 1000 годин експлуатації при вимірюванні темпера-
тури 800 °С, дрейф ФП сягає 8 °С;  
· похибки від набутої в процесі тривалої експлуатації ТТ неоднорі-
дності термоелектродів, що проявляється як залежність генерова-
ної термо-е.р.с. не тільки від різниці температур робочого і віль-
них кінців, а і від профілю температурного поля вздовж термоеле-
ктродів. Згідно [8—10], для ТТ типу ХА за 1000 годин експлуата-
ції при вимірюванні температури 800°С і великих змінах профілю 
температурного поля, похибка від набутої неоднорідності може 
досягати 10-11 °С.  
Такими похибками дуже часто не можна нехтувати. Тому багато 
наукових праць було присвячено як покращенню самих ТТ (створенню 
стабільніших матеріалів термоелектродів [11—13], зменшенню їх по-
чаткової неоднорідності [14; 15]), так і корекції перелічених складових 
похибки ТТ — від початкового розкиду [16], від часового дрейфу шля-
хом повірки на місці експлуатації [7; 17], калібрування [18—20] та ви-
користання ефекту Пельтьє [21; 22], а також від набутої неоднорідності 
шляхом перерахунку похибки ТТ з одного профілю температурного 
поля в інше [23; 24], корекції впливу похибки неоднорідності на ре-
зультат вимірювання температури [25] та створенню умов, коли похи-
бка неоднорідності не може себе проявити [26]. Також розроблено ме-
тоди корекції похибки шляхом побудови індивідуальних математичних 
моделей дрейфу в процесі експлуатації за результатами повірки ТТ на 
місці експлуатації або калібрування [27—29].  
Для вибору методу, що відповідає заданим умовам експлуатації 
ТТ та забезпечує максимальну точність результату вимірювання тем-
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ператури, необхідно провести порівняльні дослідження різних мето-
дів. Слід відзначити, що лише експериментальні дослідження не да-
ють змоги детального дослідження різних методів:  
1) вони мають дуже високу трудомісткість та великий час проведен-
ня, тому їх об’єми принципово обмежені;  
2) при їх проведенні буде визначена похибка лише в обмеженій кіль-
кості конкретних варіантів прояву деградації електродів ТТ через 
те, що в деяких заданих умовах проведення експериментальних 
досліджень не можуть проявити себе всі можливі варіанти впливу 
деградації на генеровану термо-е.р.с.  
Більш універсальними є дослідження методом імітаційного моде-
лювання, де обмеження на кількість реалізацій практично не існують, а 
досліджувані варіанти впливу деградації на генеровану термо-е.р.с. об-
межуються тільки можливістю їх існування згідно фізичних і хімічних 
законів. Такі дослідження перелічених методів підвищення точності 
проводилися [30; 31], але вони були не повними та не імітували процес 
експлуатації ТТ. Тому їх результати мають обмежене значення.  
Однак для проведення повномасштабних досліджень як відомих, 
так і нових методів підвищення точності ТТ, необхідні відповідні 
моделі, що описують часовий дрейф та наростання похибки від набу-
тої неоднорідності електродів ТТ. Ці моделі повинні давати можли-
вість імітувати процес експлуатації ТТ, із відомою точністю відобра-
жати результати експериментальних досліджень прояву деградацій-
них процесів у процесі експлуатації ТТ, а також бути зручними в ко-
ристуванні під час підготовки та проведення імітаційного експериме-
нту. Відомі моделі [22; 25—27; 29] таких властивостей не мають. То-
му розроблення математичної моделі, яка виконує приведені вище 
вимоги, залишається актуальною задачею.  
Така математична модель, з однієї сторони, повинна опиратися на 
дані експериментального дослідження проявів деградації електродів ТТ, 
з іншої – оцінювати такі дані з точки зору їх придатності для побудови 
самої моделі. Як показав аналіз, для виконання такої суперечливої задачі 
найкраще пристосовані методи регресійного аналізу. Регресійний аналіз 
дозволяє отримати не тільки математичні залежності, що описують змі-
ни ФП ТТ, а і оцінити статистичну значущість цих залежностей в ціло-
му, а також їх окремих коефіцієнтів. Така статистична оцінка потрібна 
через стохастичний характер процесу дрейфу.  
Метою статті є вивчення можливостей застосуванні регресійного 
аналізу при побудові моделі дрейфу функції перетворення термоелект-
ричних термометрів та виявлення проблем, які виникають при цьому.  
Фізичні основи побудова регресійних моделей похибок елект-
родів ТТ. В основу моделі слід покласти те, що похибки від часового 
дрейфу ФП електродів ТТ і від набутої в процесі тривалої експлуатації 
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термоелектричної неоднорідності електродів ТТ є проявами одного і 
того ж процесу — деградації термоелектродів. Тому для заданого часу і 
температури експлуатації максимальні значення похибок від неоднорід-
ності та дрейфу рівні [перша око]. Таким чином модель обох похибок 
може бути описана одними і тими ж залежностями. Крім того, для побу-
дови такої моделі можна використати результати відомих експеримента-
льних досліджень часового дрейфу. Тоді модель похибки від набутої 
неоднорідності електродів ТТ можна отримати без проведення додатко-
вих експериментальних досліджень (тим більше, що дослідження саме 
похибки неоднорідності у відомих джерелах не описані).  
Для побудови регресійної моделі [32—33] дрейфу ФП електро-
дів використаємо результати експериментальних досліджень часово-
го дрейфу, подані у [34], як найбільш повні. Вони дозволяють побу-
дувати як залежність зміни ФП ТТ від часу експлуатації (похибка від 
часового дрейфу ФП ТТ), так і зміни ФП ТТ від зміни профілю тем-
пературного поля вздовж термоелектродів (похибка від набутої в 
процесі тривалої експлуатації термоелектричної неоднорідності). Ці 
моделі є мінімальним набором, що дає змогу досліджувати методом 
імітаційного моделювання похибки вимірювання температури різни-
ми засобами і системами в процесі життєвого циклу ТТ.  
Однак масив експериментальних даних, представлених у [34], все 
таки доволі обмежений (мала кількість реалізацій), а методика експери-
менту не достатньо чітко описана. Тому необхідне спеціальне дослі-
дження та статистичне оцінювання параметрів отриманої регресійної 
моделі часового дрейфу ФП електродів ТТ для того, щоби потім оцінити 
отриману якість моделі, зокрема, довірчі інтервали [32—33].  
Для побудови регресійної моделі дрейфу було обрано масив ре-
зультатів вимірювань значень дрейфу ФП термоелектрода хромель 
діаметром 0,7 мм від часу експлуатації при заданій температурі [34]. 
Характер точок кривої дає підстави побудувати поліноміальну регре-
сію, в якій як незалежну змінну t  (факторна ознака, регресор) обира-
ється для моделі похибки від часового дрейфу ФП ТТ, час експлуата-
ції, або, для моделі похибки від набутої термоелектричної неоднорід-
ності, температура діапазону (в межах якої може мінятися темпера-
тура термоелектродів ТТ при зміні профілю температурного поля).  
Як залежну (результативну) змінну Y  вибираємо відхилення зна-
чення генерованої ТТ термое.р.с. від початкової. Як було вказано раніше, 
початкові відхилення ФП ТТ від номінальної досить великі, їх причиною 
є недосконала технологія виготовлення термоелектродного дроту, вони 
визначаються при первинній повірці та коригуються на початку експлу-
атації. Процес деградації термоелектродів в процесі експлуатації визна-
чається в основному умовами експлуатації ТТ і залежить від великого 
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числа впливаючих величин [35]. Тому похибки від початкового відхи-
лення ФП ТТ від номінальної та від деградації термоелектродів є неко-
рельованими. Таким чином, результатом корекції на початку експлуата-
ції є рівність нулю похибки ТТ на початку експлуатації для обох моде-
лей (точніше їх похибка на початку експлуатації визначається лише по-
хибкою їх первинної повірки, яка нам не відома).  
Важливо також додати, що регресійна модель працює лише за 
умов, коли факторна ознака відома без похибки, а похибка наявна лише 
для результативної ознаки. Для даного випадку це відповідає дійсності 
лише приблизно. Але відхилення часу визначення термо-е.р.с. термоеле-
ктрода в межах однієї години при часі експлуатації 1000...10000 годин 
становить 0,1...0,01%, чим можна нехтувати. Відхилення дійсної темпе-
ратури діапазону від номінальної при експериментальних дослідженнях 
не перевищують 4...5 ºС, а функції похибки як від часового дрейфу ФП 
ТТ, так і від набутої термоелектричної неоднорідності, є гладкими, не 
мають розривів та стрибків, тому відхиленнями виміряних змін від дійс-
них також можна нехтувати як похибками другої степені малості.  
Побудова регресійної моделі часового дрейфу ФП електродів 
ТТ. На рис. 1 представлено графіки залежності часового дрейфу ФП 
електродів хромель та алюмель для температури експлуатації 800 ºС 
отримані в результаті експериментальних досліджень [34]. Як видно з 
графіків, загальний вид рівняння регресії для хромелю в цьому випа-
дку близький до функцій виду ny x=) .  
Для алюмелю можна використати аналогічний вид рівняння ре-
гресії або поліном третього степеня.  
Було опрацьовано експериментальні дані [34] та отримано моде-
лі часового дрейфу електродів термопар, які мають найменшу суму 
квадратів залишків (збурень) серед інших кривих. У табл. 1 представ-
лено регресійні моделі часового дрейфу електродів термопар.  
Як видно з таблиці 1, всі без винятку моделі без вільного члена 
( 0 0a = , рядки 4, 5 табл. 1) обох термоелектродів мають одну і ту ж 
саму особливість, а саме, сума залишків (збурень) моделі не дорівнює 
нулю (рядок 6). А умова 0 0a =  є необхідною для того, щоби дана 
модель була математичним сподіванням процесу, отже адекватно 
описувала процес часового дрейфу термоелектродів. В усіх регресій-
них моделях, які досліджуються класичним методом найменших ква-
дратів (МНК) або його узагальненнями, автори явно або неявно пос-
тулюють відмінність від нуля вільного члена [32, 33, 36, 37]. Тобто 
отримана регресійна модель не може бути застосована для опису 
процесу дрейфу, оскільки оцінки її коефіцієнтів є зміщеними [36, 37]. 
Крім того, занижується дисперсія оцінок коефіцієнтів моделі, що, в 
свою чергу, веде до спотворення їх довірчих інтервалів. В такому 
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випадку кореляційне відношення (коефіцієнт детермінації 2R
)
 [36; 
37]) вже не служить адекватною характеристикою якості моделі.  
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Рис. 1. Залежності часового дрейфу ФП електродів ТТ 
Вказаний недолік відсутній у моделях, де вільний член присут-
ній ( 0 0a ¹ , рядки 7, 8 табл. 1). Однак, як було сказано вище, такі 
моделі не мають фізичного змісту (суперечать умові рівності нулю 
дрейфу у початковий момент часу) і у табл. 1 приведені лише для 
того, щоб переконатися у принциповій можливості побудови кривої, 
яка задовольняє умову рівності нулю суми залишків регресії (рядок 
9) та для порівняння. Як видно з табл. 1, в таких моделях сума залиш-
ків (збурень) справді рівна нулю.  
Побудова регресійної моделі залежності термо-е.р.с. електро-
дів ТТ від температури діапазону. На рис. 2 представлено графіки 
залежності похибки ТТ від температури діапазону при сталій темпе-
ратурі експлуатації (рядок 2) для часу експлуатації 1000 годин отри-
мані в результаті експериментальних досліджень [34]. Як видно з 
графіків, загальний вид рівняння регресії для хромелю та алюмелю в 
цьому випадку близький до функцій виду 
1
n
i
i
i
y a x
=
= ×å) , де 2, 3.n =   
Таблиця 1 
Регресійні моделі часового дрейфу електродів термопар 
№  Хромель №1 Хромель №2 Алюмель №1 Алюмель №1 
1 Час експ-луатації 
Від 0 до 
10000 год. 
Від 0 до 
10000 год. 
Від 0 до  
10000 год. 
Від 0 до  
10000 год. 
2 
Темпер. 
експлуа-
тації 
800 ºС 800 ºС 800 ºС 800 ºС 
3 Темпер. діапаз. 
800 ºС 800 ºС 800 ºС 800 ºС 
4 
Вид мо-
делі  
4
1
2
y a
a
t
t
= +
+
)
 
4
1
2
y a
a
t
t
= +
+
)
 
4
1
2
y a
a
t
t
= +
+
)
 
1
2 3
2 3
y a
a a
t
t t
= +
+ +
)
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Продовження таблиці 1 
5 
Коефіці-
єнти мо-
делі  
1 29,1a =
2 0,0067a = -  
1 26,057a =
2 0,0059a = -  
1 3, 09543a = -
2 0, 2707a = -  
1
-06
2
-10
3
0,01851
4 10
2 10
a
a
a
= -
= ×
= - ×
 
6 
Сума 
похибок, 
мкВ  
–0,38763 –2,7122023 0,54585 –13,96429454 
7 
Вид мо-
делі  0
4
1 2
y a
a at t
= +
+ +
)
 
0
4
1 2
y a
a at t
= +
+ +
)
 
0
4
1 2
y a
a at t
= +
+ +
)
 
0 1
2 3
2 3
y a a
a a
t
t t
= + +
+
)
 
8 
Коефіці-
єнти мо-
делі  
0 0,776a = -
1 29, 275a =
2 0,0068a = -  
0 5, 4286a =
1 24,878a =
2 0,00516a = -
 
0 8,193682a =
1 7,82527a = -
2 0,19666a = -  
0 5,83364a = -
1 0,01312a = -
-6
2 2,6 10a = ×
-10
3 2 10a = - ×  
9 Сума похибок 
Менше 
10-12 мкВ 
Менше 
10-13 мкВ 
Менше 
10-12 мкВ 
Менше 
10-13 мкВ 
Аналогічно до табл. 1, опрацьовано експериментальні дані [34] 
та отримано моделі часового дрейфу електродів термопар, які мають 
найменшу суму квадратів залишків серед інших кривих. У табл. 2 
подано регресійні моделі залежності похибки ТТ від температури 
діапазону різного виду (рядки 4, 5 для 2n =  , рядки 10, 11 для 3n = ).  
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Рис. 2. Залежності похибки ТТ від температури діапазону 
В табл. 2, аналогічно до табл. 1, чітко простежується закономір-
ність – у випадку відсутності вільного члена ( 0 0a = , рядки 4, 5 та 10, 
11 табл. 2) сума залишків (збурень) моделі не дорівнює нулю (рядки 6 
і 12 табл. 2). Як було показано при аналізі табл. 1, це не дозволяє ви-
користовувати метод МНК для дослідження даної моделі для адеква-
тного процесу опису похибки термоелектродів ТТ.  
Моделі з вільним членом ( 0 0a ¹ , рядки 7, 8 та 13, 14 табл. 2) 
приведені для порівняння — в них сума залишків (збурень) рівна ну-
лю (див. рядки 9 і 15 табл. 2).  
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Висновки. Отримані в статті результати дослідження показали на-
явність суттєвої суперечності між математичними моделями похибок від 
часового дрейфу ФП ТТ та від набутої в процесі тривалої експлуатації 
термоелектричної неоднорідності його електродів і принципами обчис-
лення цих похибок під час експериментальних досліджень. Використан-
ня МНК дає коректні результати тільки для моделей із 0 0a ¹ , хоча ме-
тод обчислення значень змін генерованої ТТ термо-е.р.с. при обробленні 
результатів експериментальних досліджень виключає наявність вільного 
члена (він мусить бути рівним нулю). Хоча в деяких випадках значення 
вільного члена мале (наприклад, часовий дрейф електрода Хромель №1, 
табл. 1) і ним можна було би нехтувати, однак в більшості випадків це 
значення співмірне з отриманими при експериментальних дослідженнях 
змінами генерованої ТТ термо-е.р.с. Отже така модель не прийнятна, у 
ній присутній параметр, позбавлений фізичного змісту.  
Таблиця 2  
Регресійні моделі дрейфу електродів ТТ  
по діапазону вимірювання температури 
  Хромель №1 Хромель №2 Алюмель №1 Алюмель №2 
1 Час екс-плуат. 
1000 год. 1000 год. 1000 год. 1000 год. 
2 Темпер. експлуат. 
800 ºС 800 ºС 800 ºС 800 ºС 
3 Темпер. діапаз. 
Від 0 до 
 800 ºС 
Від 0 до  
800 ºС 
Від 0 до  
800 ºС 
Від 0 до  
800 ºС 
4 Вид мо-делі  
2
1 2y a t a t= +
)  21 2y a t a t= +
)  21 2y a t a t= +
)  21 2y a t a t= +
)  
5 
Коефіц. 
моделі  1
0, 4603a =
2 0,0003a = -  
1 0,526476a =
2 0,00044a = -  
1 0, 07483a = -
-05
2 7 10a = ×  
1 0, 08755a = -
-05
2 3 10a = - ×  
6 Сума похибок 
11,79339 мкВ -5,41435 мкВ 13,93251 мкВ 15,89955 мкВ 
7 
Вид мо-
делі  0
2
1 2
y a
a t a t
= +
+
)
 
0
2
1 2
y a
a t a t
= +
+
)
 
0
2
1 2
y a
a t a t
= +
+
)
 
0
2
1 2
y a
a t a t
= +
+
)
 
8 
Коефіц. 
моделі  0
22,955a = -
1 0,56771a =  
2 0,00041a = -  
0 10,53864a =
1 0, 477166a =
2 0,00039a = -  
0 27,1186a = -
1 0, 052058a =
-05
2 5 10a = - ×  
0 30,947a = -
1 0,05725a =
2 0,0002a = -  
9 Сума похибок 
Менше  
10-12 мкВ 
0 Менше  
10-13 мкВ 
Менше  
10-13 мкВ 
10 
Вид мо-
делі  1
2 3
2 3
y a t
a t a t
= +
+
)
 
1
2 3
2 3
y a t
a t a t
= +
+
)
 
1
2 3
2 3
y a t
a t a t
= +
+
)
 
1
2 3
2 3
y a t
a t a t
= +
+
)
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Продовження таблиці 2 
11 
Коефіц. 
моделі  1
0,36423a =
-05
2 7 10a = ×  
3 0,00041a = -  
1 0, 609592a =
2 0,00077a = -
-07
3 3 10a = ×  
1 0,19275a = -
2 0, 000537a =
-07
3 4 10a = - ×  
1 0, 2474a = -
2 0,0006a =
-07
3 5 10a = - ×  
12 Сума похибок 
-3,17164 мкВ 2,044359 мкВ -3,34995 мкВ 1,555334 мкВ 
13 
Вид мо-
делі  0 1
2 3
2 3
y a a t
a t a t
= + +
+ +
)
 
0 1
2 3
2 3
y a a t
a t a t
= + +
+ +
)
 
0 1
2 3
2 3
y a a t
a t a t
= + +
+ +
)
 
0 1
2 3
2 3
y a a t
a t a t
= + +
+ +
)
 
14 
Коефіц.  
моделі  0
19, 2564a = -
1 0,5292a =
2 0,00031a = -
-08
3 7 10a = - ×  
0 12, 4122a = -
1 0, 715948a =
2 0,00101a = -
-07
3 4 10a = ×  
0 20,339a = -
1 0, 01848a = -
2 0,00013a =
-07
3 1 10a = ×  
0 9, 4431a = -
1 0,1665a = -
2 0,000414a =
-07
3 4 10a = ×  
15 Сума похибок 
Менше  
10-12 мкВ 
Менше  
10-12 мкВ 
Менше  
10-12 мкВ 
Менше  
10-12 мкВ 
Таку суперечність не можна пояснити похибками вимірювання, 
адже рівність нулю вільного члена визначається не в результаті вимі-
рювання, а в результаті наступного оброблення даних вимірювання. 
Наявність інструментальної або методичної похибки під час вимірю-
вання генерованої ТТ термо-е.р.с. не може впливати на результат від-
німання виміряної початкової термо-е.р.с. від неї ж. Наявність похи-
бок вимірювання може впливати на похибку регресійної моделі при 
не нульових значеннях аргументів. Тим більше, що в отриманих ре-
гресійних моделях (при заданому нульовому значенні вільного члена) 
також сума залишків (збурень) не рівна нулю.  
Цю суперечність також не можна пояснити похибками обчис-
лень, оскільки, по перше, результати досліджень регресійних моделей 
проведено у всіх версіях програмного комплексу Microsoft Excel (97, 
2000, 2002, 2003, 2007, 2010, 2013), а також в програмі Стадія 6.3. 
Отримані результати ідентичні.  
Описана ситуація, як видно з табл. 1 і 2, носить не поодинокий 
характер. Тому виявлені протиріччя вказують на принципові пробле-
ми, які виникають при дослідженні регресійних моделей класичним 
МНК за результатами деяких експериментальних досліджень. Ці 
проблеми вимагають вирішення.  
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СПОСОБЫ ФОРМИРОВАНИЯ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ 
ПРИЕМНИКА ТЕПЛОВОГО ПОТОКА 
Работа посвящена получению математических моделей 
приемников теплового потока в форме передаточных функций. 
Рассматриваются аналитический метод, метод на основе диффе-
ренциально-разностной модели и метод идентификации переда-
точной функции на основе преобразования Лапласа-Карсона.  
Ключевые слова: математическая модель приемника 
теплового потока, передаточная функция, интегральные пре-
образования. 
Измерение плотности потоков теплового излучения имеет место во 
многих экспериментальных исследованиях и технологических процес-
сах. При разработке методов теплометри усложняющим обстоятельст-
вом является разнообразие приемников теплового потока по типам и 
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